Chapitre 5 : Vecteurs propres et valeurs propres
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Définition 50 (vecteur propre).
Soit A € My«,(R) une matrice. Alors ¢ € R™ est un vecteur propre de
Asiv # 0 et s'il existe A € R tel que Av = \v.

On appelle X la valeur propre associée a v.
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Généralisation a4 R"
Soit A € M,,«»,(R) une matrice. Déterminons les valeurs propres et les
vecteurs propres associés :

. 0a kcouve Len valeurs popres €oll. ea resoloant
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Définition 51 (espace propre).
Soit A € M« (R) une matrice et A € R une valeur propre de A. Alors
I’espace propre E) associé a la valeur propre \ est défini par

Ey - Wew (A—AT_,,)

E, et ua OEV de .

133



Théoréme 46. Soit A € M, ,(R) une matrice. Alors A € R est une
valeur propre de A si et seulement si A DQ(',CO(OLCL- e e'gu.a.h.'m

d&{: [ A—‘Al:/\)so

Définition 52 (équation et polyndme caractéristique).
Soit A € M,x,(R) une matrice. L’équation det(A — AI,,) = 0 s’appelle
I’équation caractéristique de A. On pose
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Théoréme 47. Une matrice A € Myx,(R) admet au plus n valeurs
propres distinctes.

En effet , Pa (3) ctaal oe degen & adamel n raciaes
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Définition 53 (multiplicité algébrique).
On appelle la multiplicité algébrique d’une valeur propre sa multiplicité
en tant que racine de p4g(A).
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Définition 54.
Soit A € My« (R) une matrice. On | appelle la trace de A le nombre
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Théoréme 48. Soit A € M,«,(R) une matrice avec Ay, ..., N\, des
valeurs propres distinctes (r < mn). Alors si vy,..., U, sont des vecteurs
propres associés aux valeurs propres A, ..., Ay, la famille (v, . .., v,) est
linéarrement indépendante.

~ ukile pows Lo ceclrecclie dune base -Paw.cfe,
e veck s piropren.

Execice : montresr Le o pow r= 2

Cas particulier de \ = 0
Dans ce can | Av =)0 deoient A7 =0
St A= O esl wae valew propre , aloas <€ existe
v#08 ta A0
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Théoréme 49. Soit A € M,,«,(R) une matrice. Alors X = 0 est une
valeur propre de A si et seulement si A est singuliére.

En particulier, A est inversible si et seulement si A = 0 n’est pas une
valeur propre de A.
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